MEemoRr1as DE LAs VIII JEM - 2024 TALLER

FUNCIONES GENERATRICES: APLICACIONES EN
DIFERENTES PROBLEMAS MATEMATICOS

MIGUEL REYES
Universidad Nacional de Salta
reyesmiguelpk@gmail.com

ResuMEN. Las funciones generatrices son herramientas mateméticas esenciales que en-
capsulan secuencias de niimeros mediante series formales, simplificando célculos y la
resolucién de problemas de recurrencia, ademads de facilitar la identificacién de patro-
nes. Su importancia radica en su capacidad para proporcionar una visién unificada y
compacta de sucesiones completas, lo que resulta crucial en diversas dreas de las ma-
tematicas, como la combinatoria, la estadistica, la teorfa de nimeros y el anélisis com-
plejo.

El desarrollo de la teoria de funciones generatrices ha avanzado significativamente en
las tltimas décadas, integrandose de manera mds profunda en la matemdtica discreta
y el anélisis. Estos avances han permitido la resolucién de problemas antes inaborda-
bles y la simplificacién de teorfas complejas. La investigacion contemporanea continta
expandiendo sus aplicaciones, descubriendo nuevas conexiones y métodos de utiliza-
cion.

A través de este taller se espera que los participantes logren fortalecer el manejo y pro-
fundizar contenidos vinculados con las sucesiones, expresiones algebraicas y el razo-
namiento combinatorio, desarrollando habilidades analiticas y algebraicas avanzadas.
Se pretende con las actividades propuestas, destacar el trascendental aporte que las
funciones generatrices realizan con relacién a la comprensién de complejas estructuras
matematicas, como asi también la intervencién que tiene en diferentes campos de in-
vestigacion.

PaLaBrAS cLAVE — Combinatoria, Probabilidades discretas, Resolucién de problemas,
Analisis

1. INTRODUCCION

Las funciones generatrices (FG) han sido una herramienta esencial en matematicas desde el siglo
XVIII, cuando Pierre-Simon Laplace introdujo las series generatrices como un medio para resolver pro-
blemas en teoria de probabilidades. Alo largo de los siglos XIX y XX, matemaéticos como Leonhard Euler y
George P6lya ampliaron su uso a la teoria de niimeros y la combinatoria. Actualmente se las implementa
en temas de ciencias de la computacién y matematicas discretas, desarrollos impulsados principalmente
por Herbert S. Wilf. Hoy en dia, las funciones generatrices son fundamentales en diversas areas de la
matematica y la ciencia, demostrando su versatilidad y potencia en la resolucién de problemas comple-
jos.

Estas funciones (FG) son herramientas matemadticas potentes que encapsulan secuencias de ntimeros
en términos de series formales, facilitando los célculos y la resolucién de problemas de recurrencia como
asi también la identificacién de patrones. Por otro lado cabe destacar las conexiones interdisciplinarias
presentes entre esta herramienta y mdltiples campos como la combinatoria, la estadistica, la teoria de
nameros y el andlisis complejo entre otros.

En general, no nos interesa un termino particular a,, € R, sino toda la sucesion (a,), € IN. Si queremos
aprender sobre la sucesién en si, una posibilidad, en muchos casos la mejor posible, es aprehenderla
mediante un tnico objeto, una funcién generatriz, Wilf [50].

Desarrollar un taller abarcando los principios sobre los cuales se pensé y se extrapol6 la teorfa de
funciones generatrices, beneficia a la comunidad educativa, estudiantes, docentes e investigadores; mds
alin, mostrar los alcances e implementaciones de ésta, en diferentes dreas matematica despierta y motiva
nuevas expectativas y desafios para seguir explorando y profundizando.
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2. CONTENIDOS

Este taller esta disefiado para ser implementado en 4 médulos diferentes interrelacionados. Cada uno
de ellos pretende involucrarse con édreas distintas de la matematica.

= Médulo 1: Combinatoria y Funciones Generatrices
Introduccioén a las FG: polinomios generadores. Aplicaciones y origenes en la combinatoria.
Generacion de férmulas para problemas de particién.Tipos de funciones generatrices (FG): ordi-
narias y exponenciales.
= Moédulo 2: Ecuaciones de Recurrencia y Funciones Generatrices
Manipulacién algebraica de FG, linealidad, convolucién. Solucién de ecuaciones de recurrencia
simples. Implementacién en problemas de probabilidad y matematica discreta. Vilenkin [49].
» Moédulo 3: Transformaciones de Funciones Generatrices
Métodos de Inversién.Transformaciones y operaciones con FG. Derivacién de FG. Translacio-
nes y escalamiento. Método de fracciones simples. Kaufmann [45] y Wilf [50].
= Médulo 4: Funciones Generatrices y Probabilidad
Distribuciones Discretas. Uso de FG para estudiar distribuciones de probabilidad binomial,
Poisson, geométrica. Ntimero de Stirling. Aplicaciones en la factorizacién y series de Dirichlet,
Riordan [47].

3. REQUISITOS PREVIOS

Este taller esta destinado a estudiantes de profesorados, licenciaturas o carreras afines, como asf tam-
bién a docentes que tengan conocimiento de un curso basico de anédlisis matematico y combinatoria.

4. OBJETIVOS

A través de este dispositivo pedagogico se pretende:

» Desarrollar habilidades analiticas y algebraicas en el manejo e interpretacién de series formales.

» Lograr integrar esta teorfa a temas del andlisis, probabilidades, matemadtica discreta y andlisis
complejo.

» Abordar resolucién de problemas que evidencian la ventaja y eficiencia a través de la utilizacién
de esta teoria.

= Promover una comprension interdisciplinaria con respecto al impacto e importancia en diferentes
campos cientificos.

» Incentivar tanto a estudiantes como a docentes a explorar nuevas areas de investigacion y a aplicar
estas técnicas en sus propios proyectos.

» Brindar a los docentes conocimientos avanzados que podran integrar en su practica pedagoégica,
enriqueciendo su ensefianza y proporcionando a sus estudiantes una formacién mas completa y
robusta.

5. ACTIVIDADES

5.1 Actividades previas

Primeramente informaremos a los participantes los objetivos, los contenidos del taller y la metodo-
logia de trabajo de cada encuentro. Este detalle se encontrard en formato digital como en audiovisual
adjuntado en el curso de la plataforma e-learning designada. Se adjuntara un listado con la bibliograffa
recomendada, como asi también notas con problemas sugeridos referentes a los contenidos previos en
combinatoria y anélisis.

Con el objeto de generar un espacio de integracion, trabajo colaborativo y aprendizaje a través de
resolucion de problemas, se implementardn grupos de trabajos los cuales deberan resolver y enviar la
solucién para un problema propuesto para cada médulo. Por otro lado cada participante de manera
individual debera completar un cuestionario tedrico.

Propondremos una lista de actividades sugeridas, no obligatorias que estardn directamente vincula-
das con la temética planificada para cada encuentro. Esto estara disponible al comienzo del taller, de
manera que cada participante disponga del tiempo suficiente para pensar y probablemente consultar
alguna duda o inquietud con relacién a los mismos.

37



MEmoR1as DE LAs VIIT JEM - 2024 TALLER

FUNCIONES GENERATRICES: APLICACIONES EN DIFERENTES PROBLEMAS MATEMATICOS

Con relacién a la temdtica abordada en esta primera instancia asincrénica, se desarrollard un repaso de
los temas preliminares y se abordard los temas del médulo 1, los cuales estan estrechamente vinculados
con los contenidos previos. Se dispondré de notas tedricas, material audiovisual como asi también de las
slice utilizadas.

Propuesta de Problemas Previos

1. ;Cuantas soluciones tiene la ecuaciéon x + y + z + w = 20 dadas por enteros
positivos, es decir con x,y,z,w € Z+(? ;Cuantas por enteros no negativos
(x,y,z,w € Z>0)?

2. Probar que el nimero de soluciones en enteros no negativos es el mismo para
las dos ecuaciones siguientes:

x1+x+2+---+x=8 y x1+x+24+---+x9=5

3. ¢De cudntas maneras se pueden alinear 10 letras A, 6 letras B, y 5 letras C en
una fila de modo tal que no haya dos letras B contiguas?

4. Hallar el numero de soluciones a la ecuaciéon x1 + x5 + x3 + x4 + x5 = 50 en
enteros positivos tales que x5 > 12y x4 > 7.

5. Hallar el ntimero de maneras de cambiar un billete de 10.000 pesos en billetes
de menor denominacion, esto es, billetes de 1.000, 2.000, 100, 200 y 500 pesos.

5.2 Primera hora y media sincrénica

Comenzaremos por presentar raudamente las actividades planteadas y el contenido propuesto en la
instancia asincrénica previa. Resolveremos los ejercicios de mayor dificultad como ser el problema pro-
puesto (2) o (4) (ecuaciones con condiciones restringidas y combinatoria). Posteriormente se trabajara
sobre polinomios generadores y su origen en la combinatoria, para dar luego lugar a las funciones gene-
ratrices y al problema de particién de un entero, ver Niven [46]. Esto demandard 1 hs aproximadamente.
El tiempo restante se abordaré el contenido del médulo 2. Trabajaremos sobre las operaciones de linea-
lidad y convolucién de las FG y su utilizacién para resolver ecuaciones de recurrencia. Se resolverdn
ejercicios para facilitar su mecanica de utilizacion.

5.3 Primeras tres horas entre clases

En esta instancia del taller, los participantes trabajardn de manera asincrénica, colaborativa y gru-
pal sobre diferentes problemas propuestos pero de manera enfocada en los que deberdn enviar por la
plataforma. Aqui también deberan realizar una encuesta virtual sobre contenidos teéricos visto en clase.

Propuesta de Problemas - Primer Encuentro

Calcular la funcién generatriz f(x) proveniente de la sucesién a,, = 2"
Encuentra el coeficiente de x?! en la expresion (x2 + x3 + x* + x% 4 x0)8.
Encuentra el coeficiente de x? en la expresién x(1 + x)*3(2 — x)°.

Considere la sucesién de nimeros de Fibonacci (F;),en, dada por Fy = 0,
F =1y F, = F,_1+ F,—» para cada n > 2. Demostrar que su funcién
generatrizes f(x) = ——.

5. Resolver las siguientes recursiones usando funciones generatrices.

a) ag=0,a1 =1ya, =5a,_1 —6a,_p paran >1

b) ag=0,a1 =a; =1ya, = ay +an + 2a,3, paran > 2

Ll N

54 Segundas horay media sincrénicas

En este segundo encuentro se pretende profundizar sobre el manejo algebraico de las FG como asi
también de las transformaciones que ellas involucran. Retomaremos sobre las operaciones del médulo
2 (linealidad y convolucién) para profundizar con los temas del médulo 3.

La implementacién de funciones generatrices en problemas matematicos implica varios pasos meto-
dolégicos que son fundamentales para su correcta aplicacién y comprension, estos son:
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1. Definicién y Formulacién: Es necesario entender como definir una funcién generatriz para una
secuencia dada y formularla correctamente.

2. Manipulacién Algebraica: Aprender técnicas para manipular y simplificar las funciones genera-
trices, como operaciones con series formales.

3. Identificacién de Patrones: Utilizar funciones generatrices para identificar patrones y relaciones
en secuencias y series. Utilizacién de relaciones combinatorias.

4. Resolucién de Problemas: Aplicar las funciones generatrices para resolver problemas especificos,
como ecuaciones de recurrencia y problemas de enumeracién.

5.5 Segundas tres horas entre clases

En esta instancia, de manera similar a la planteada en 5.3, los participantes trabajardn de manera
asincronica, colaborativa y grupal sobre diferentes problemas propuestos para el segundo encuentro.

Propuesta de Problemas - Segundo Encuentro

1. Usar una funcién generatriz para encontrar el ntimero de formas de escribir
15 como la suma de 5 ndmeros naturales.
2. Queremos encontrar las sucesiones (4, ),eN Y (bn)nen tal que verifican

ay =3a,-1+b,_1 paratodon >1
by =2a, 1+ by
3. Utilizando transformaciones sobre funciones generatrices comprobar que
(o] n

x + x2 >, x + x2 2\
- = n“x" yque ——— = k° | x
-7~ & - =\&

5.6 Terceras hora y media sincrénicas

En este tltimo encuentro se profundizara sobre las aplicaciones de las funciones generatrices en di-
ferentes problemas, como son probabilidades y combinatoria sobre grafos (particiones de conjuntos no
vacios). Se resolveran ejercicios de mayor dificultad como los propuestos a continuacién donde se invo-
lucran propiedades relacionadas a los nimeros de Stirling, distribucién binomial, nimeros de Bell, entre
otros.

Propuesta de Problemas - Tercer Encuentro - Integradores

1. Calcular cuédntas formas hay de dividir 7 elementos en 4 subconjuntos no

vacios utilizando los ntimeros de Stirling de segunda especie.
2. Usar los niimeros de Bell para encontrar el nimero de particiones de un con-

junto de 6 elementos.
3. Siay(x) estd definida por

[ee)
ap(x) = (1—x)"T1 Y ko
k=0

usando la notacién D = %, mostrar que
an(x) = nxa,_y (x) + x(1 — x)Day_y (x)
y verifica los valores
ap=1  ay(x)=x+x>

ap=x  a3(x) = +4x% +x°

5.7 Evaluacién final

ara comprometer de manera activa a los participantes, la evaluacién serd de manera continua a lo
largo del taller, para ello se implementardn cuestionarios virtuales individuales referentes a contenidos
esenciales tedricos al finalizar cada encuentro. Por otro lado también se dejard un listado de problemas
para abordar durante el trabajo asincrénico de manera grupal, que debera ser cargado a la plataforma.
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El dltimo encuentro evaluativo tendrad dos ejercicios que deberdn realizar de manera grupal. También
aqui tendran la posibilidad de completar las actividades anteriores pendientes en la plataforma.

(44]
[45]
[46]
(47]
(48]

[49]
(50]
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